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1 Du cours

1. PROPOSITION 1 Siwu, — 1 €R et u, — Iy € R, alors I, = ls.
n—oo

n—oo

lo—1
PREUVE : Supposons I; # l5. On a par exemple [; < 5. Prenons ¢ = 2

pour séparer deux

voisinages autour de [y et ls :

F1G. 1 — On ne sort pas € du chapeau

Il existe un rang Ny au dela duquel |u, — l1] < € et un rang N» au dela duquel |u,, — l3| < e. Pour
n = Max (N1, N2), on aura alors :

Up <1+ <o —e < upy,
donc u,, < u, : c’est absurde. [ |

2. On veut montrer que pour tout M € R, il existe un rang au dela duquel u,, + v, < M.
Fixons donc M € R. 1l existe un rang N; au dela duquel u,, < M — 844. Par ailleurs, il existe un
rang No au dela duquel (842 <)v,, < 844. On aura alors pour tout n > Max(Ny, Na) : uy, + v, <
(M —844) 4 844 = M. [ |

3. Soit u une suite croissante.

— Si u est majorée, notons ! la borne supérieure de I’ensemble non-vide majoré E = {u, |n € N}.
On va montrer que u converge vers [, c’est-a-dire : pour tout € > 0, il existe un rang au dela
duquel Il — e <wu, <l+e.

D’une part, tous les u, sont majorés par [ (puisque ! est un majorant de E). Mais d’autre part,
si on fixe € > 0, [ — n’est plus un majorant de u, donc il existe Ny tel que [ —e < up,. On aura
alors, par croissance de u : pour tout n > Nj :

l—e<un, Cu, <l <l+e,

et c’est gagné.

— Sinon : u n’est pas majorée, et on va montrer que u diverge vers 4+o0o. Fixons pour cela M € R.
Ce n’est pas un majorant de la suite, donc il existe un terme de cette suite, disons uy,, qui est
supérieur & M. On a alors par croissance de u : pour tout n > Ny, u, > un, > M. [ |

4. PROPOSITION 2 Soient f et g deux fonctions définies sur ]0,+o0l, telles que f(t) < g(t) pour
tout t > 0 (ou au moins : pour t assez proche de 0). On suppose que ces fonctions convergent
respectivement vers ly et ly en 0.

On a alors : 11 <ls.
h—ly

PREUVE : Par I’absurde : supposons I; > l5. On prend alors € =

(-0.02, 5.19)

I-€
(6.82,0.4

F1G. 2 — On choisit & nouveau ¢ « pas tout a fait au hasard »



Il existe oy (resp. a2) tel que pour tout ¢ €]0, a1] (resp. ¢ €]0, as]), | f(t) — l1] < € (resp. |g(t) — 2] <

g). On a alors en prenant tg = Min(ay, as) :
g(to) < lg +e< ll —e< f(t),

ce qui nous fournit I'inégalité g(t) < f(t), qui est absurde.

As usual

. On a par définition :

inh 3 2 4 -1
tanhz = ol = (J: + 0(x4)> (1 + Ty o(x4))
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Et pour le sinus hyperbolique :

. e —e ¥ e”
simhy = —— ~ —-

2 2

. Le dénominateur est plus simple ; commencons par lui, en notant que tanhx ~ x et :

3" —e?=e"M3 e =1 —-zln3+o(x) - (1+z+o0x)=(n3—-1)z+o(zx)~ (In3—1)=z,

de sorte que le dénominateur de notre expression est équivalent & (In3 — 1) z

2

Pour le numérateur, on voit instantanément qu’il tend vers 0, et un peu moins instantanément

(voire pas du tout) que les termes d’ordre 1 apportés par esinh

donc on calcule & 'ordre 2 :
sinh 2 .’L'2 2
esinhz — grtol@?) — 4 5 + o(z*),

72
cosz =1 — —— + o(z?), et enfin :

et In(1+ tan z) vont se compenser,

2

2

In(l1+tanz) =In(1+ 2+ o(z?)) =z — £l + o(z?),

32

) - . 3a? ; . . 2

donc le numérateur est équivalent & —, et I'expression globale & ———=—— donc :
2 (In3 —1) 2
eSh e _ cosx — In(1 + tan ) 3
. .
(3* —e®) tanh & z—02(In3 — 1)

. Le terme dont on prend la racine quatriéme tend vers 1, donc nous avons une expression de la

forme p(z) = (1 +u)'/* — 1, avec u qui tend vers 0. On a donc ¢(z) ~ % I reste a évaluer w,

1+ 2z + 222

donc & faire un DL de ———— a l'ordre... mais a quel ordre au fait ? en fait, au premier qui

14 22 + 322

donnera un terme non nul au dela de la constante 1. On peut voir rapidement que le terme d’ordre

1 va s’annuler. J’en vois qui ralent, donc faisons le calcul :

1+ 2z + 222
14 2z + 322

=142z +o0(@) (1+2z+o0(x) " =(1+2z+o0(x)) (1 -2z +o(z)) =1+ o(z).



Ca, c’est fait : allons donc & l'ordre 2 :

1422 +202 14204222 1+ 22 + 222
1+2r+322  1+20+322 11— (20 + 322) + 422 + o(22)
1+ 2z + 222

= 1+(2-2 2—441)a? 2
1—2z+ 22+ o(2?) +L,_2$+L,+_Zx +o(@)
0 —1

Et finalement :
2

1+ 2z + 222 1/4 9 g\ 1/4 x
(1—&—29@—1—390) —l= (=2t to(@) T -1~ =

4. On cherche un développement asymptotique de la forme p(z) = ax + b+ € +o(1/z); on va donc
x

développer chaque terme du produit deux termes au dela de ’équivalent. Déja :

m:ﬂ<1+1>1/2:\@(1+1+0<;)>7

x 212 4z

et par ailleurs :

) (S0 e1) =z o) <o (1220 (1)),
\/5(1+Zé2+(;>>m<1—h;2+0<;>) =m\/§(1—h;2+;2+o<;>)

- x\f—ﬂln2+ﬁ+(i),

donc le graphe T' de ¢ posséde pour asymptote la droite A d’équation y = zv/2 — v/2In2. Et

5
&
I

2
puisque @(z) — (xf —v2In 2) ~ 4£, I est situé dessus A au voisinage de 4oc0.
x

F1a. 3 — Le graphe de ¢ passe bien dessus son asymptote

3 Deux courbes paramétrées

1. M; est défini pour ¢t # —1. Comme suggéré dans I'énoncé, on s’intéresse a M, : pour t # 0, on
a x(1/t) = y(t) et y(1/t) = x(t), de sorte que M,/ est I'image de M,/ par la réflexion d’axe la
droite d’équation y = x.

x(t) | .M1/(

x(t)

F1G. 4 — Une réduction du domaine d’étude



L’étude de ’arc sur D =]—1, 1] nous permettra par symétrie d’obtenir les portions |—oo, —1[U[1, +o0].
Sur le domaine réduit, I’étude de x et de y est aisée : ces fonctions sont dérivables, de dérivées

respectives :

1+ ¢3 —t(3¢? 1—2t3
o) = LB ,
(1413)2 (1413)2

et
g 201+ —2(3t7) (2 —t7))
vt = (1+13)2 T2

Sur D, —1 < #3 < 1, donc 2 — #3 > 1, donc le signe de /() est celui de t. Par contre, le signe de

2'(t) est celui de 1 — 23, qui change en to =

21/3 '
t -1 0 to 1
2 (¢) n 0 -

z(to)

N H N

o vl ~

y'(t) - 0 +
. . : y(—=1+u)
Il reste & comprendre le comportement au voisinage de —1. Pour cela, on note d’abord : (174_) =
x(— U
—14+u — —1, donc on s’intéresse & :
u—
(—14+u) +(-1+u)? —u 1
—14+u)+x(—1 = ~— =
ylw) =1+ 1+ (—1+u)p 3u 3
1
donc notre courbe paramétrée I' posséde pour asymptote la droite A d’équation y = —x — 3 Les

stakanovistes pourront étudier la position relative (ils seront payés!) en établissant :

2

1
y(—1+u) +a(-1+u) = —2 + o +o(u?),

de sorte que I' est dessus A
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F1a. 5 — Le folium de Descartes (pchhhhh...)



2. La parité de p et sa 2r-périodicité permettent de réduire le domaine d’étude a [0, 7).

Mo=Mo.1 27r

6
M_g

F1G. 6 — Réduction classique du domaine

Un petit travail de réécriture :
p(0) = cosf — 2cos® O + 1 = 1p(cosh),

avec ¢ : & — —2x2 + = + 1. Les racines de ¢ ne sont pas trop compliquées a calculer, et nous
fournissent la factorisation ¢ (z) = —2(x — 1)(z + 1/2), et ainsi :

p(0) = —2(cosf — 1) (cose + ;) )

A partir de 14, le signe de p n’est pas trop compliqué & étudier :

0 0 %’T T
cosf—1 |0 —
1
cosf + — + 0 -
2
p(0) 0o + 0 — =2

On en sait assez pour passer au tracé :

05 1 15

F1G. 7 — Encore une courbe classique en taupe



4 Une relation de récurrence d’ordre un

1
La fonction f : x +— z +sinz + 3 est dérivable sur R, de dérivée f/(z) = 1+ cosx > 0, donc f est
1
croissante! sur R. Quant au signe de f(z) — x, c’est celui de sinz + 3 11 est nul lorsque = = —% [27] et

5T
lorsque = —— [27], et le signe entre ces réels est donné par les variations de la fonction sinus. 11 est

temps de représenter le graphe de f ainsi que les premiéres valeurs de u,, :

Fi1G. 8 — L’escalier classique

T 7w

-5 6} Cet intervalle est stable par f. En

Toute I'action semble se passer dans l'intervalle I = [

n
6

m s T T
—g:f<—6> Sf(x)§f<6> =%
et on a bien f(x) € I.

On établit alors par récurrence (immédiate, mais bon, une derniére fois, je vais la réécrire?) que tous
les u,, appartiennent a I :
— On définit, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, € I ».
— P(0) est vérifiée par hypothése.
— Supposons P(n) vérifiee pour un certain n € N. On a alors u,, € I, et puisque I est stable par f,
on en déduit f(uy,) € I, c’est-a-dire up41 € I, ce qui prouve P(n + 1).
— Le principe de récurrence nous permet de conclure : P(n) est bien vérifiée pour tout n € N.

. m .
effet, si x € I, alors ~% <z< , et la croissance de f donne alors :

EXERCICE 1 Trouver les différences avec la rédaction proposée dans le corrigé du DM 7.

1
Ainsi, tous les u, appartiennent a I, intervalle sur lequel on a f(x) —z = sinz + 3 > 0, donc

7
f(un) > uy, de sorte que la suite u est croissante et majorée par —W, donc converge. Notons [ sa limite.
Sortons les arguments usuels (CTRL C-CTRL V...) Par continuité de f enl, on a f(u,) — f(I).

n—oo

(un+1) €tant extraite de (uy), on a upt1 — 1. Mais une1 = f(uy), donc par unicité de la limite :
n—oo
L= f).

1Et ceux qui auront annoncé (inutilement) que f est strictement croissante - ce qui est vrai - ne doivent s’attendre a
aucune indulgence de ma part : il devront Pavoir justifié soigneusement.
2faire un copier/coller, plutét : c’est toujours la méme chose!




Bien entendu, il existe beaucoup de réels vérifiant cette relation. Mais comment allons nous faire pour

i
localiser la suite ? Essayons de faire comme toujours : 'inégalité ug < u, < 5 (celle de gauche est

G T
une conséquence de la croissance de u) passée a la limite fournit : 0 = g <1 < 5 Ainsi, [ € [0, 6}

et vérifie f(I) =1 : la seule solution est [ = 71, et ainsi :

Notons enfin que f est « assez plate » vers [. Plus précisément :

TmTm
!
l)=cos— + — ~0,13
de sorte que dans la « construction de l’escalier », les u,, se précipitent assez rapidement vers la limite.
C’est vérifié expérimentalement (on gagne environ une décimale & chaque itération). Pour le prouver
formellement, c’est un peu délicat (mais que faisable bientot), mais on arrive effectivement a prouver qu’on
a une vitesse de convergence « de 'ordre de f/(1)™ », ce qui est bien le résultat mesuré expérimentalement.

5 Trois attaques pour une méme somme

1
1. Ca sent les suites adjacentes, non ? Déja trés clairement, T,, — S,, = T 0; ensuite, sin € N* :
n n—oo
1 1 1 2 1)+2 1-2(2 1 1
Sui1 — Sn = + Sl 2t DAt lo20ndl) >0
2n+1 2n+4+2 n+1 22n+1)(n+1) 22n+1)(n+1)
donc S est croissante, et enfin
1 1 n+n2n+1)—2n+1)(n+1 -1
Tty S L L _2mtmntl) - (ni D) |
4n+1) 4n dn(2n+1)(n+1) dn(2n+1)(n+1)

donc T est décroissante. On peut donc dégainer cet inepte théoréme des suites adjacentes pour
affirmer que S et T sont convergentes (vers la méme limite, mais on s’en fiche).

2. Un petit dessin, peut-étre 7 On commence par fixer n > 1 puis k € [1,n] : S, Z f(n+k).

(0.53, 2.41)

n n+1 n+k-1 n+k+1 2n 2n+1

n+k

(5.28, -0.71)

F1G. 9 — Comparaison somme/intégrale

1
La fonction f : x +— — est décroissante sur I = [n+ k — 1,n + k], donc f(¢t) > f(n + k) pour
x

nt+k
tout ¢t € I, donc en intégrant cette inégalité, on obtient / f > f(n+ k). Le méme travail sur
n+k—1



n+k+1

[n+k,n+k+1] fournit/ f<fn+k), et ainsi :
n+k
n+k+1 n+k
Vk € [1,n], / f§f(n+k)§/ f
n+k n+k—1
En sommant ces inégalités pour k variant de 1 & n, on obtient :
2n+1 2n
[ Fes< [T
n+1 t n t
soit encore : om 4+ 1
n 2" <S5, <In2. (1)
n+1

2n+1 | 2n+2-1
+1 R +1
tendent 'un et 'autre vers In2 quand n tend vers +o0o, et on peut ainsi gendarmiser.
1
14z
(a) Si on ne nous a pas menti dans les toutes petites classe, 'aire du rectangle représenté vaut

1
Il reste & voir que In =In (2 - +1>, donc les membres extérieurs de (1)
n

3. On utilise maintenant la fonction g : z +—

1 s .11 . . . . . N
—g | — |, c’est-a-dire — soit encore, mais mais mais... —— bien str!
n” \n n k n+k
14+ -
n

y=9g(x)
0.81

0.6

0.4

0.21

(k-1)/n (k+1)/n

k/n
-0.21 /

F1G. 10 — Un dernier dessin

(b) On travaille comme plus haut pour obtenir :

k+1
n

1 k
VkE[[l,n]], /k gégg <n> §/1671 g,

n

soit aprés les derniéres sommations :

n+l 1
/ dt <5, < dt .
1 14t o 1+t

n

Il reste & noter que le majorant dans I’encadrement précédent vaut 1, et le minorant vaut
2+ 4

n
1
+n

— In 2, et les gendarmes passent a I'action.

n—oo

In



