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. La dérivée k-éme de cos(ix) vaut plus ou moins i

Généralités

. Trivial (f est 2w-péiriodique) ; left to the reader.

n

. Supposons : f(z) = (a; cos(ix) + b; sin(iz)). On a alors par simple inégalité triangulaire :

=0

=0 [

[F(@)] < (ail [cos(iz)] + [bi [sina]) <> (las] + [bi]) -
i=0
Ceci étant valable pour tout z € R, f est donc majorée par Z (lai] + 1b;]). A fortiori, son plus
i=0

petit majorant, N(f) est également majoré par ce réel.

k cos(iz) ou plus ou moins i* sin(iz). f*)(z) reste

donc une combinaison linéaire des fonctions x +— cos(ix) et x — sin(ix), donc est dans 7,,.

. Déja, sin(nz — ¢) = (—singp) cos(nz) + cos psin(nz), donc s € 7,. Ensuite, |s| est clairement

1
majorée par 1 (regarder ’expression initiale!), et par ailleurs en prenant zo = — (gp + %), on a
s(xg) = 1, donc N(s) = 1. Enfin, s'(z) = ncos(nx — ¢), donc N(s') < n, et méme N(s') = n

(regarder s hd ) : C’est gagné.
n

Zéros des polynomes trigonométriques

. Tentons fo(z) = sin(nz) : sind = 0 dés que 0 est un multiple de 7 : par exemple 0,7, ..., (2n — 1)7.

2n—1

™
fo s’annule donc en 0, —, .. ., 7. Tous ces points sont bien dans [0, 27[. Réciproquement, si
n n

fo(z) = 0 avec = € [0,2x], alors sin(nx) = 0, donc nx est de la forme k7w avec k € Z, c’est-a-dire
x = —- La condition 0 < z < 27 impose alors k € [0,2n — 1], et les 2n racines exhibées étaient

n
bien les seules dans [0, 27[.

. Notons 1, ..., Zapt1 2n+ 1 points (distinets!) d’annulation de f sur [0, 27[, rangés par ordre crois-

sant. f étant continue sur chaque [zy,zr11] et dérivable sur |z, zx+1[, le théoréme de Rolle nous
assure l'existence de yy €]zk, zr11] tel que f/'(yr) = 0. Ceci est valable pour tout k € [1,2n], ce
qui fournit 2n racines pour .

Cela dit, f (et aussi f’) sont 2w-périodiques. On va donc regarder ce qui se passe entre xa, 1 et
x1 + 27. Le lecteur fait alors un trés joli dessin ou on voit 0, 27, x1, Xop41, €t 21 + 27 : Rolle nous
assure existence de yg €|zant1, 21 + 27[ tel que f/(yo) = 0.

Si yo €]Tan+1, 27, on a notre derniére racine de f’ dans [0, 27| et c’est gagné. Sinon, yo € [27, z1 +
27[, mais alors yo — 27 est dans [0, z1[, donc dans [0, 27[, et est racine de f’ par 2w-périodicité de
cette derniére, et c’est gagné a nouveau.

Une récurrence a peu prés évidente nous assure alors que pour tout k € N, ) posséde 2n + 1
racines sur [0, 27 : le passage de k & k + 1 consiste a appliquer le résultat précédent a f (%), On
a prouvé « si g s’annule 2n + 1 fois, alors ¢’ également », et c’est ce résultat qu’on utilise pour
prouver P(k) : « f*) s’annule 2n + 1 fois ».

. Les fonctions sin et cos étant égales a leurs dérivées quatriémes (et aussi 4k-émes!), on a quasiment

immédiatement :
n i 4k
gk (z) = Z (n) (a; cos(ix) + b; sin(iz)) = a, cos(nx) + by, sin(nx) + e (z),

n—1

avec e(x) = Z
i=1

.\ 4k
(;) (a; cos(ix) + b; sin(iz)), de sorte que €, € 7, (et méme e, € T,,—1).



.\ 4k
Par inégalité triangulaire, puis en majorant les |sin| et |cos| par 1, puis les termes () par
n

n—1\%
( ) , on obient :
n

n—1 .\ 4k
Vo € R, lex(z)] < (;) (|ai| |cos(iz)| + |b;] |sin(ix)]|)
1

_ 1<|ai+|bi|>> (";1)%—%

Ainsi, || est majorée sur R par «y donc N(ex) < ap — 0 (suite géométrique de raison dans

k——4o00
[0, 1[).
On montrerait de la méme fagon :

IN
(—\:
I

N() < (n—1ap — 0.

k—-+o00

bn
. En notant de fagon classique K = /a2 + b2, on a f et 7 qui ont la somme de leurs carrés égale

n bn
a 1. Il existe donc ¢ tel que dn _ cosy et — =sinp. On a alors :
K K
hn(x) = K (cos g cos(nzx) + sin psin(nx)) = K cos(nx — ¢).
hn(xz) = 0 si et seulement si nx — ¢ est de la forme g + rm, avec r € Z, soit encore : x =

1

— (gp + g + ?"7‘(). Il existe une infinité de tels points, et ils sont séparés les uns des autres de T
n n
On en trouve donc exactement 2n sur [0, 27].

Par ailleurs, h/,(z) = —nK sin(nx — ¢). Lorsque nz — ¢ est de la forme T4 77, son sinus vaut +1,
et donc en chacun des points en lesquels h,, s’annule, on a |k} (z)| = nK.

. C’est de loin la question la plus fine du probléme. Comme la dérivée de h,, est de valeur absolue
fixée en les racines de h,, et que N (ey) o 0, on va voir qu’au voisinage des racines de h,,, g, est
—+o0

strictement monotone, donc peut s’annuler au plus une fois (pour chaque voisinage). En dehors de
ces voisinages, |h,| est minorée par une constante strictement positive, qui sera plus grande que
lek ()], interdisant & gi de s’annuler en dehors de ces voisinages. Les dépendances mutuelles étant
cruciales, il convient de préciser cela...

La continuité de h, en chacune de ses racines nous assure ’existence de o > 0 tel que sur chaque

Kn
intervalle [z — «, x + a] (avec z racine de hy), on a |h!,(t)| > - Puisque N(e},) LT 0, il existe
o0
K
ko tel que pour tout k > ko, N(g}) < Tn On a alors :

viele—aatal, lghO] = H0)+ 0] > H,0)] - k0] > S~ B =B o
g;, ne s’annule donc pas, donc reste de signe strict constant (TVI : g}, est continue). g est donc
strictement croissant, donc s’annule au plus une fois sur ce voisinage de z. Il reste & montrer que
gr. ne s’annule pas en dehors de ces voisinages...
Sur [0, 27] privé de la réunion des |z — o, z+af, |hy,| est continue sur une réunion de segments (c’est
pour cela qu’on a enlevé des ouverts), donc posséde un minimum m. Ce minimum est strictement
positif car on a exclu les racines de h,,. Puisque N (gy) k_)—+>oo 0, il existe kq tel que pour k > k1, on a

Nep) < % Pour de tels k et ¢t en dehors des |z—a, x+a], on aura alors |e ()| < % <m < |hy,(t)],
interdisant d’avoir e (t) = —h,(t), donc gx(t) = 0.

Ainsi, pour k£ > Max(ko, k1), gr posséde au plus 2n racines sur [0, 27|, donc f aussi d’aprés la
question 2 : c’est absurde avec I’hypothése faite dans cette partie.



6. Nous sommes sous 'hypothése : f € 7, posséde au moins 2n + 1 racines sur [0, 27[. La question
précédente nous assure que (ay, b,) = (0,0). f est donc dans 7,,_1, et posséde au moins 2(n—1)+1
racines dans [0, 27[, donc (en appliquant le résultat précédent!), (ay—1,b,—1) = (0,0)... On montre
ainsi que f = 0 (récurrence : pour k € [0,n], on montre « (an—k, bn—r) = (0,0) »). Ainsi :

Le seul élément de T, qui s’annule au moins 2n + 1 fois sur [0, 2x] est la fonction nulle.

7. Soit f € 7, : si f s’annule en v € {2#,277 + %[, alors f s’annule également en v — 27 € [O, g [

Il y a donc autant de racines sur [0, 27| que sur [g, 27 + g[ Le résultat établi dans cette partie

T T
nous assure alors que f € 7, non nulle ne peut s’annuler 2n + 1 fois sur [77 21 + 7 [ Le méme

raisonnement nous assure que f ne peut s’annuler 2n + 1 fois sur [« 27 + [ (on écrit o = 2n7w + 3,
avec 0 < B < 27 : f posséde autant de racines sur [a, 27 + af que sur [, 27 + ([ puis que sur
[0, 27]).

L’inégalité de Bernstein

1. Par 2m-périodicité, la borne supérieure de |f’| sur R est égale & sa borne supérieure sur [0, 27].
|f'| est alors continue sur le segment [0, 2], donc sa borne supérieure est en fait un maximum : il
existe u € [0, 27| tel que |f'(u)] = N(f’) (on peut exclure 27 par 2z-périodicité). On a alors bien

f'(u) =£N(f').
Si f'(u) = —N(f"), alors avec fi = —f, ona N(f1) = N(f) <

et on est ramené au premier cas.

N(f) _ N

n n

s et fi(u) = N(f1),

2. 1l suffit de constater que sin (n(z — u)) = (—sinu) cos(nx) + cosu sin(nzx).

3. Et si on regardait les valeurs de h aux bornes de l'intervalles 7
N /
h(u+1+kﬁ) - 7(f)sin<z+k7r) —f(u+1+kf).
2n n n 2 2n n
Par ailleurs,

N(f")

n

™

2n

™ . (T T 7r
h<u+ +(k+1)g)_ bln<§+(k+1)ﬂ')—f(u-l-%-F(k-‘rl)ﬁ).
Comme sin (g + kﬂ') = (—=1)*, on va discuter selon la parité de k :
— Si k est pair :
i
2n

N(f)

n

h(u+ +(k+1)%)2 ‘f(u+%+kg)‘2 — N(f) >0,

et
+ N(f) <o.

O e UG Ers

Comme h est continue sur [u + 21 + kz, u+ 21 + (k+ 1)E}, le théoréme des valeurs intermé-
n n n
diaires nous assure que h s’annule sur |u + 2 +Ek—,u+ on + (k+ 1)1 [ (on a exclu les bornes
n n n n

car h prend des valeurs non-nulles en ces points).
— Meéme chose si k est impair (les signes sont inversés...).

4. B (x) = N(f")cos (n(x —u)) — f'(x). En particulier, h'(u) = N(f’) — f'(u) = 0.

7r . T
— a4 —
. . 2n 2n . . . .

lisant comme dans la partie précédente, que h’ posséde au moins 2n racines sur I, mais aussi sur
tout intervalle de la forme [, o + 27|, en particulier [u, u + 27[. Puisque h'(u + 27) = h/(u) = 0,

on obtient bien au moins 2n + 1 racines pour A’ sur [u, u + 27].

Les 2n racines de h sur [ = [u + + 27?[ (question précédente) nous assurent, en Rol-



5. h'(x) = —nN(f")sin (n(z — u)) — f”(z), donc A" (u) = —f"(u) = 0, car f’' posséde un maximum
en u (par définition de ). h” s’annule donc en u. Mais une Rollisation sur les 2n + 1 racines de A/
sur [u,u + 27] nous assure que h’” posséde au moins 2n racines sur Ju, u + 27[, et h” posséde bien
au mois 2n + 1 racnes sur [u, u + 27|

D’aprés la seconde partie de ce probléme, on doit avoir h” = 0, donc h est affine. La seule possibilité
pour une fonction affine d’étre périodique est d’étre constante, donc :

Vo € R, h(z) = h(u) = —f(u),

puis :

vz € R, f(z) = sin (n(z — u)) + f(u).

6. On sait que N ()
que N(f) (ou plus petite que —N(f)).

> N(f). On va s’en servir pour exhiber une valeur de f strictement plus grande

: ™\ _ N . -
— Sif(u) >0:f (u + 2—) = —=+ f(u) > N(f), ce qui est absurde avec la définition de N(f).
n n
N !
— De méme, si f(u) <0, f (u — %) = —% + f(u) < =N(f), ce qui est également absurde

avec la définition de N(f).

7. En appliquant I'inégalité N(¢g') < nN(g) a f’ (qui est bien dans 7,,, ainsi que tous les f(*)), on
obtient N(f") < nN(f") <n*N(f), puis par récurrence immédiate :

Vke N,  N(f®)<nfN(f).

Pour avoir égalité, il suffit de prendre f(z) = sinnz : N(f) =1, et N'(f*)) = nk,



